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Abstract 
By R .T， Jump， itwas shown that if an automaton has a non-triviae automorphism group， 
the automaton is uniformey decomposable， and is realizable by connecting iteratively in the sensp 
lhal al of the component automaton aτe isomorphic 
This condition is， however， restrictive，江ndin fact， half the number of the automorphism 
groups of the automaton are trivial 
Therefore， this nole deals wilh lhe automorphism group associated with the form of 
a permulalion group， and investigetes the necessary and su伍cientcondition which gives a non-
trivial乱utomorphismgroup. 
Moreover， this nole presents a procedure which gives a non-trivial automorphsim group for 




















定義 1 オートマトン Aを3変数対A=(S，1， d)で定義する。




定義 2 オートマトン AがIとしてただ 1つの記号しか合まないとき，このオートマトンを
オートノーマスなオートマトンと呼ぶ判。
定義 3 オートマトン Aの状態集合Sから Sへの 1-1写像。で
。d(s，x) = d(g s， x) for sES，.xモI
を満たすものをオートマトン Aの自己向型写像と呼ぶ。
定理 1 (Fleck)自己同型写像。の集合は，積の演算のもとで群をなす(3)。
定義 4 定理1の群をオートマトン Aの自己同型群と呼び，G(A)とかく。
定義 5 オートマトン Aの状態集合Sから Sへの 1-1写像をオートマトン Aの置換群と呼
び， これを S(A)とかく。
定義 6 オートマトン Aにおいて
U(Si，X) = 5j fOrSi，SjモS
としたとき，Sjを釘の successorと呼ぶ。
定義 7 Sl1ccessorの集合なE，そのSに対する補集合をN とする。
即ち，
E = {Sj!u(s， x)= Sj for sεS} 
N=S-E 
定理 2 S(A)の元 gが，白己同型群G(A)の元であるならば，
gsEE for V sEE 或は gsEN for V sεN 
である。




写像するものが gの逆元として G(A)に含まれる。 また oがsiENをSjεEに写像する G(A)




ときの gは，Eの元を N の元に写像するものである。
一方。はS上の 1-1写像であるから
r5(gs， x)εE for al sεS. 
πとN には共通な元が含まれない故，このようなoである限り gri(s， キO(g5，x)である。従
って gは|当己同型肝:の元にはなり得ない。
この定理の命題は，次のように言い換えてもよい。
系 1-1 オートマトンの自己同型群 G(il)は，RとN を保存する。
系 1-2 オートマトンの白己同型群G(A)の可遷類は，Eまたは Nのいずれか一方に含くま
れる。
定義 8 E={S]'S2・ 5ふ N={SI+l，・'， 52}とする。
ねEE，s、5'ぞSI二士、lして sfi5' <=t o (S， x)士占(5'，.r)=sψ として関係況を定義すると，況は同値
関係となり S六Rは同fa'[類を作る。いまこれを {Ai}i=1，2...[とかくと，A包={slo(slx)=む for
sモめである。このとき，んを Sllccessorをぬとする同値類と呼ぶことにする。
定義 9 Nとんとの交わりを β包とする。
.tHJ b NriAi =凡 [ori=l-l
補題 1 βちは N をZ山、に共通 ì~ì~分のない高々 l1国の部分集合に分L~~Jぱーる。
証明 V"七，Ajc {A!}に対して
/1.i，'l!lj = cJ for al i， j 
故に BilBj =りforal i， j.
‘ 方， ui て寸1
Nでで、ある O その時の添字 iの最大値は fである。









証 明 GBiモgとする o Biモ5とすると明らかに 5εAio よって 0(5，X)=5io 9はBi上の置





d(gs，x) = 5i = gSi = go(s，x) 
gεG(A) 
for 5εβ包
系 3-1 lIi~1GBi も自己同型群 G(A) の部分群である。
証 明 GH• は i=l~l について全て G(A) に含くまれる。従ってそれらの積 111(JH6 も G(A)
に含くまれる。
定理 7 NがBiによる分割で 2個以上の元をもっ音1;分集合を少なくとも 1つ有するなら
ば，オートマトン Aは白明でない自己同型群G(A)をもっ。






同信類が一意に対応しており， 且つ，その同値額には，Eの元と N の元が混在しているから，
まず之等を分離する必要がある。
定義11 A乞-Bi=三Af for i=l~l とする。
明らかに Ai=Bi十A，f m~1Af=瓦 AflìB色 =rþ for al iである。
定義12 s旬 5j εE に対して，んを successor とする同値類を Ai， むを successor とする同{It~












補題 4 両立する置換。が， 自己同型若手 G(A)の元であるならば，gはGFJとGNの積によっ
て作られる置換群の部分群に属する。
証 明 定理2により，自己同型群 G(A)はEとN を不変に保つ。ところで定義 11により
どli=r1i"+Bi，Ajニ A1:+Bjであるから，I出j立する置換gが自己同型群 G(A)のものであるなら，
AJ， A:fと Bi'Bjの置換のみが許される。明らかにこれは GBXGNの部分群をつくる。
補題2と補題4より次のことがし、える。
補題 5 両立する置換。が白己同型群G(A)の元となるためには，AfとA:f， 1土つ BiとBj
の濃度が，各々，等しいことが必要である。
またフ fli題4の証明の結果より次のことがし、える。
補題 6 両立するi宣換。が白己同型群 G(ぺ)の元であるならば gは置換群 (SiSj)x(AfAわ




定理 5 置J魚群 S(A)の元 gが， 自己同型群 G(A)の白明でない元となるための必要十分条
件は，。が GEXGNVこ属し，且つ， [司{直類の濃度を等しくする少なくとも l組のEの元 5むり
が存在しそこで gが両立すること，である。
証明 まず。εG(A)とする。そのとき gモGE>くGNは補題4により明らか。
["J伯類の濃度が， 全て異るものとすると， 補題 3より oを両立させることはできない。
従って Eの全ての元についての置換は許されないのでそのときの Eについての G(A)は自明
なものだけとなる。




ヨ5ipε.4;flgs.t二 gd(s吋 )， x)= d(gSiP'X). 
一方 ヨSj}JモA引gs多 =Sj = d(sjp， x)
故に d(gS.iP' x) = d(sjp，ょ).
Sip， Sjpは A;f， A:fについて任意でよいから，結局。によって AFの全ての元はA7の全
ての元に置換される。 B;， Bjにつし、ても同様である。
逆に，gによって，VSipEA;fが SjpEA:fに置換されたとすると，
d(g Sω，x) = d(sj拘 x)= Sj. 
(43) 
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-方 。モ(;(/1)であるから，rJ(g s叩 ，.c)ニ 9rJ(Szpラぷ)ニ gSi. 




そのとき， VSi1lE .A{'に対してヨSj))EJ1，ngs;p = Sj71 
故に gO('¥'iV， X)二 gSi= Sj = rJ(Sj/J， X). 
つまり gd(s吋J，こ d¥Sj]J， X) = o (gS'h 
故に υモG(A)である。
Æ煙 5 の品;~*より， 1~1 己!日jN~ f，f G(A)には，定義 12で定義したI，J止するfi換υの性質が，
樋めて重1映な役割を損じていることが分かる。ところで，定義 8からゆlらかなように[，可伯
Aiの元は， また 1つの successorとなりヲ それは， またJIj0) 1つの|口l伯組をつくってゆくか
らフ I~jji: i"'る置換 gがフ全体としてどのようになるか，もう少し詳しく dJMべてみるよ二とにする。
それ故 SllCCeSSOfの集合 Eに，また新しい次の[IJ)1 i~関係を定義する。
定理13 VSi，SjモEとして 51;さり(fir)仲持1/¥;1二三和Ajl for i， jニ l-l.
ただし，非|判は，集合ょの濃度を示すものとする。
そのとき Eは succcssorの同値知の濃度を等しくする SllCじessofの同前般に分けられ
る。いま，これを {Cr}とかく。
このとき，次の定理が成千人する。
定理 6 置換。が l'可立し， 11つ， rl己同型鮮 G(A)の1じになりうるのは， r日]伯煩 {C，}にお




2 個以上の元を合くむ同他~.t'iを ('1' 1 ， Cr2， ，.，とし，その尤，つまり Sllccessorを各々 {S:l}， 
{s?}， "'，この元を successorとする[u)ill'i組を Ai1}， {.1nド町 E成分を {A.f''!J}， {.lrυ訟}， ' と
する。 いま 1山j立する G(A)の置換 gが存在するものとしてヲ。は， Si'l， s? E L'rl， S.l'l~ モ "1{'U ヘ
s;!》eA7(TZ)の間を問題にしているものとする。そのと主， s;l，Z713が， Cr1 0)フじでは往くう他の
{Cr}の元，例えば C2の/じであるとすると，9 i)~ (s?， s?)と(siLsj~) の [i \jで lil ，j なすることは，










の successorをsuccessorとする同値類から選んだ元の対が， C刊の successor対になっている
ことを示す。ところがじものその successor対は，Cr(i--l)の同値類の successorでもあった。






系 6-1 Si， S.iぞEについて g=(Si， Sj)が唯‘の自明でない自己向型群G(A)の元となるのは，
(二が九りを元としてもつ唯一の自明でない類であり ，Bi=B.iニfi，Af，A7に各々 Si，Sjが1
つづっ含くまれている場合である。ここで自明な類とは，ただ 1つの元からなる類をいう。
註 明 定理6より 2個の元 . ~'f ， S.1よりなる唯一の C，が存在し，かっこの元を successorと
する同値類AFヲ A7は，濃度が等しく C，と同じ元であるから，g=(Si， Sj)は， 両立する置換
であり ，B;.=Bj=Oであるから向己同型群G(A)の自明でない唯 aの元である。
系 6-2 SI， 5，j 5k E= Eについて 9 = (5;， Sj， Sk)が唯一の自明でない自己同型群 G(A)の元とな
るのは Si，5j， Skが {Cr}の同ーの額 Crに属し(他の類は自明な類)， Bi=Bj=βk=O， Af， A:f，
Afが， 5'1:， 5j， S止をこの1演に巡環的に lつづっ含む場合である。
証明 例えば Af={Sk}，Aj}={s;.}， i1J={.'η}とすれば，これは， successor Si， 5j， 5kの置
換 9= (5i， Sj， 5k)と|両立し，他の条件より自己同型芋pG(A)の元である。
定義 14 Nニゆとするオートマトンを置換オートマトンと呼ぶ。
定理 7 置換オートマトンは，必ず白明でない日己同型群G(A)をもっ。
証明 Nニりであるから払=り foral i. 故に，Af=Ai for all i. 
u Af= U AI=S，かっ AFは互いに交わりをもたないから， AFは全ての zについてただ
1つの元からなる。 それ故 {Cr}は， ただ lつの類c，からなりたち，C，.=S= U Afである。
放に，定理 fjより，必ず自明でない白己同型群が存在する。






定理 8 リセットオートマトンは，必ずILl明でない自己向型群 G(A)をもっ。









定義16 オートマトン A=(S，J， d)とオートマオン A'=(SヘJ，;5')とが，ScS'として，互い
に等価であるとは，次の場合を言う。
'rI5ぞ5，'rI 5' E-sに対して グ(5'，x)二 d(S， :1)for xモIとしてグをさだめるとき，f(ど)=sとす
るS'からS上への準同型宇像fが存在する場合。
定義17 2つのオートマトン A二 (s，J， d)とA'二二(S'， J， O')において，ScS'とし，S行5に対
して Sの元5;，sj，-JLが，準l司型写{象fのもとに対応するとき，sは s;ラふ'一，s;，るに状態分割さ
れると言う。
定理10 fl 明な自己 1"'1型~ßG(A) しかもたないオートマトンは， 適当に状態分川することに
より，白切でない自己同型'lt(oG(A)をもたせることができる。
証 明 オートマトンを A=(S，J， 0)とし， 自明な自己同型群 G(A)しか有しないものとす
る。そのとき，定理9より，オートマトン Aは，空でない N をもっ。いま，その元を，N= 
{S{ト1，St+2ィ・ ，Sn}とする。勿論 N の元は，定理4の条件を満足せず，オートマトンとして定
理5の条件も満足していないものとする。 明らかに， S~N={九五2，・ "， 5Z} の元を successor
とする同値類 {Ai}とN の交わり {Bi}は，N の分割で，空かまたは単一の元よりなる。いま，
それを， 一般性を失うことなく Bi二 {Sl+j}，Sl十jモNfori=l-l， jは 1-nの勝fな数とする。
そこで，オートマトン A'をフ A'ニ (S'，J， iうとし， S'，O'を次のように定める。
S' = (sL 5;'， '" S;， 5) ワ勺+1"1 "2 勺+2 ，.1 ，.2 句)I.i， 52 'i  51+1， .5[+1，・ Sl+i-¥Si+z，Si十2，・"S[ト2ラ.ラSn，δh・Sn"'
グ(si，X) = 0 (Si， X) for iニ l-l，
グ(sl+!'x) = 0 (内十 1， for i = 1-nl+l， 
0'(sl+2' x) = ri(SI12， x) for i = 1-約十2




f(s~) ニ Si for i = 1-1， 
f(S~+I) = 5t+l for i = 1-nl十1，
f(S~+2) = 5t+2 for iニ 1-nt十Z





ところで，jを1-nの勝手な数として，St十jE三β包 fori= l-lとしているから，d(Sl十j，x) 
=St よって，オートマトン A'では，
。'(..1+1>x) = iJ(SIすj，x)ニ Si= s~ for al， i， l. 
故に S'の元のうち， si，5L-V5;はEの元に，残りはNの元に相当する。また，{s~ ト j}
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